
回路の回り道2020_最終レポート解題補遺
源代裕治    2020/03/06

先の解題ではFourier変換について十分な解説ができなかったので、この補遺を用意した。これまで
習ってきたのとは一味違うFourier解析入門を味わってもらえればと願う。

初期設定

すべてをクリア
ClearAll

ClearAll

先ず、レポート課題の入出力波形を定義しておこう。本補遺でも題材とするのは、図1のRC回路に
図2のパルスを入力したときの入出力波形の関係である。

pul[t_] :=
単位ボックス
UnitBoxt  π - 1  2



grvin =

プロット
Plot[pul[t], {t, -5, 12},

プロット⋯

PlotStyle →

太い
Thick,

プロット範囲
PlotRange →

すべて
All]
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Laplace変換の手法(もしくは他の任意のODE解法)を用いて、出力波形が下記のように求まる。

sol2[t_] := 1 - ⅇ
-t
 - 1 - ⅇ

π-t


ヘヴィサイトのシータ関数
HeavisideTheta[-π + t]

grvout =

プロット
Plot[sol2[t], {t, 0, 12},

プロット⋯

PlotStyle →

オレンジ色
Orange]
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設問5
関数v(t) のFourier変換を、ここでは成分に分けて
    V(f ) = ∫-∞

∞
v(t)Cos[2πft]ⅆ t

    W(f ) = ∫-∞
∞
v(t)Sin[2πft]ⅆ t

の対と定義しよう。ここでfc=1/(2π)  Hzにおけるvin(t)とvout(t)のFourier変換の値(周波数成分)、
Vin(fc), Win(fc) と Vout(fc), Wout(fc)を求めなさい。(Fourier変換の世界)

解説
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この問題での定義を”Fourier変換”と呼んだことで、混乱した学生さんが何名かいた。実の所、Fou-

rier変換の定義にはいくつもバリエーションがあって、分野によっても慣習が異なる。すなわち、唯
一これが正しい、という定義がある訳ではない。ただし、背景にある思想には当然共通するものが
ある。それはいかなるものであろうか。

この問に、簡単には答えられない。何をもって答えとするかもマチマチである。中には驚く程難解
な答えもあるだろう。本稿ではFourier変換という巨象の一面にしか過ぎないが、比較的簡単と思わ
れる解釈を紹介しよう。

役者は「円関数族」と「相関関数」である。
前者は講義で導入した円関数exp(jw)と、その振幅/位相/周波数の違いを含む関数族である(関数の集
まり: 関数集合と読んでも良いが、数学用語でいう「集合」ほど厳密なものではない)。今回の議論で
は、円関数族の範囲を厳密にしておく必要はないが、その虚数成分、実数成分を取り出してsinや
cosも含めた用語と考える方が便利である。実際本稿ではsinやcosなどを主に扱う。このような円関
数族は「三角関数」と言う呼び方が広く用いられている。本稿もそれに従い、三角関数という言い
方をする。
余談ながら、三角関数の信号波形をついつい「三角波」と呼んでしまいがちである。通常は「三角
関数」の波は「正弦波」と言い慣わされている。この慣習に従っても混乱は少ないと思うが、じゃ
あ、余弦波ってどうすの、とか困ってしまう。そこで三角関数族の信号であることを示すときは
「三角関数波」というまどろっこしい言い方を出来るだけ使おうと思う。
円関数族は、定係数ODEにおける固有関数(eigen  function)である。そこで円関数族の要素(関
数)は、微分や積分をしても円関数族の範囲(domain)にとどまること、周波数は変わらずに振幅と位
相がずれるだけであることである。固有関数には一意性があり、このような特徴を持つのは円関数
族に限られる。これが、交流理論において円関数族が中心的役割を担う理由である。

つぎに、もうひとつの役者「相関関数」を考えよう。相関関数は、ふたつの信号u(t), w(t)が、どのく
らい似ているかを調べる方法のひとつである。このような問題は例えば、u(t)がアンプへの入力
で、w(t)が出力として、両者の比較は、そのアンプの忠実度を調べる上で必要になる。アンプでは入
出力の波形は良く似ているが、ゲインとか位相とかは大きく異なる。比較するときに、無視すべき
相違と無視できない相違があることになる。さらに議論を進めると、一見すると全然似ていない波
形でも、何かの類似性が隠れているかもしれない。そのような状況にも対応できる類似性の尺度が
欲しい。

この要望に対する応えは、いくつもあるだろうがひとつ、次の積分で定義される「相関関
数」Φが、類似性の指標としていくつも都合の良い性質を持っている。

        Φuw(τ) = ∫-∞
∞
u(t)w(t- τ)ⅆ t

考え方としては、二つの信号を時間方向にずらしていったときの重なり具合を見よう、というもの
である。類似性を見るときに動かせるのは時間だけである。振幅方向は変えられないが、ずらし時
間τによる相関の大小をみるだけなら困らない。
この積分は、uとwが同じ信号のときτ=0で最大になることは想像が付くだろう。反対に全然違う波形
の時は、両者の積には正負が交互に現れて、どのようなτを選んでも結果が0に近くなるだろう。信
号に何らかの類似性があるなら、一番良く重なる時間関係のときΦuw(τ)が最大になるだろう、とい
うのが相関関数の考え方である。
(実は、色々な条件を明示しないと、この主張は正しくない。特に、関数値が複素数値を取る場合(複
素信号の場合)は、この定義自体を修正する必要がある。高橋康先生に倣い、鷹揚に行こう。)
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定義式はuとwが非対称に見えるが、相対位置だけで値が決まるから、uとwを交換しても値は同じに
なる。また、信号位置を両方同じだけずらしても結果は変わらないことを注意しておこう。たとえ
ばu(t+123)とw(t+123)の相関関数は同じになる。この性質は積分範囲が実数全体であることから来て
いる。対照的にLaplace変換のように、非負の半区間しか積分しない場合は、原点ずらしの影響が見
えてくる。

一方積分区間が無限であることにより、無限に広がる信号は積分が計算できない問題が発生するこ
ともある。数学的には複雑な回避策(例えば超関数論とか)が必要かもしれないが、我々はどのみ
ち、うたかたの信号しか扱わないので、あまり気にすることはない(が、議論が工学的に有用である
ことは要求されよう)。

相関関数を用いたひとつの問題設定として、u(t)という対象信号に対し、ある関数族の中から選んだ
w(t)でどのくらい良く近似できているかというものがある。関数族としてはたとえば、三角関数とか
矩形波とかの限定が考えられる。この見方には以下の議論において、段々に馴染んで行けると思
う。

なお、相関関数と似たような式で、畳み込みu*wが定義されることは既習であろう。

        u*v(τ) = ∫-∞
∞
u(t)w(τ- t)ⅆ t

畳み込みは要するに時間軸を反転した関数との相関関数である。似た性質も多数あるが、用途はか
なり違ってくる。話は尽きないが、本線に戻ろう。

相関関数の例 その1

相関関数の定義式は、見ただけでは何も分からないだろう。まずは簡単な例で、その感触を得よ
う。

図2のパルス自身の相関関数を計算する。同じ信号の相関を特に「自己相関」という。
#  下記のスクリプトがちょっと間接的な関数定義になっているのは、Mathematicaに言うことをきか
せるためのおまじないと思って良い。

eq1 =

積分
Integrate[pul[t] pul[t - τ], {t, -

無限大
Infinity,

無限大
Infinity}]

π - τ 0 < τ < π

π + τ -π < τ ≤ 0
0 True

phi1[t_] := eq1 /. τ → t
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grphi1 =

プロット
Plot[phi1[t], {t, -5, 5}]
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自己相関の特徴は、τ=0で最大値(正の値)をとり、左右対称なことである。(最大値は他の時刻にも発
生することがある。)

τ=0の値は、信号が持つエネルギーと一致する。(信号処理では、自乗の積分を、次元とは無関係に
エネルギーと称する。)

矩形波の相関は三角波になった。では、もう一度パルスとの相関を取ってみる。

eq2 =

積分
Integrate[pul[t] phi1[t - τ], {t, -

無限大
Infinity,

無限大
Infinity}]

1

2
(π + τ)2 -π < τ < 0

1

2
π2 + 2 π τ τ ⩵ 0

1

2
π2 + 2 π τ - 2 τ2 0 < τ < π

1

2
2 π τ - τ2 τ ⩵ π

1

2
4 π2 - 4 π τ + τ2 π < τ < 2 π

0 True

phi2[t_] := eq2 /. τ → t
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プロット
Plot[phi2[t], {t, -5, 8}]
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今度は放物線の組合せになっている。関数値が0でない範囲(数学用語では台という)が、元のふたつ
の関数の台の足し合わせになっている様子が観測される。
相関を取る操作を繰り返すと3次関数、4次関数と次数が上がって行くことが容易に想像できる。無
限回繰り返すと、興味深い結果に収束する(一手間掛けないと収束はしないかもしれない)のだが、ど
こに行き着くかは皆さんのお楽しみとしておこう。

先に相関関数は、二つの関数の類似度合いであると表明した。ならばその最大値を取る所では、類
似度が最大になっていることが期待される。どんな具合か見てみよう。

極大値を求める
FindMaximum[phi2[t], t]

{7.4022, {t → 1.5708}}

このtは、どうやらπ/2ではないかと推察する。

phi2π  2

3 π2

4

数値
Nphi2π  2

7.4022

推察は当たってそうだ。相関を取った片方の関数はphi1(t)であったが、それをπ/2だけ右にシフトし
た波形をプロットする。
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grphi1max =

プロット
Plotphi1t - π  2, {t, -5, 12},

プロット⋯

PlotStyle →

緑
Green

-5 5 10

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

もとの波形と重ねてみると、時間ずらしの意味が見やすいかも知れない。頭の中で、波形が動くよ
うすがイメージできるだろうか。

示す
Show[grphi1, grphi1max]
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これを相関のもう一つの片割れであるパルスpul[t]のグラフと重ね書きする。

見るからに、phi1[t-τ]の中(phi1を左右にずらすという自由度の中)で、τ=π/2が最も良い位置そうであ
る。
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示す
Show[grvin, grphi1max]
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相関関数の例 その2

つぎに興味深い例として、三角関数と相関を取る場合を考えよう。
初期設定の章で定義した単バルスpul[t]とCos[2 π f t]との相関関数は、下記の積分で与えられる。
単パルスpul[t]は(0,π)で1で、それ以外では0を取るので、積分範囲が(0,π)の範囲に限定され、単に
Cos関数をその範囲で積分すれば済む。

eqc1 =

積分
Integrate[

余弦
Cos[2 π f t - τ], {t, 0, π}] //

三角関数の簡約
TrigReduce

Sin2 f π2 - τ + Sin[τ]

2 f π

phic1[t_, f_] :=
評価
Evaluate[eqc1 /. τ → t]

なお上の定義で、相関関数の定義に忠実ならCos[2 π f (t-τ)]とすべきかもしれない。しかしこの定義
で以下の計算をしたところ、時間因子τに周波数依存を持たせないほうが都合が良い。
#  理論的にもっと深い説明もありそうな気もするが、ここはpragmaticに行こう。有用な定式化法に
はきっと何かある。
#  あるいは、周波数fが時間のスケール変換因子であることを意識している、と主張できるかも知れ
ない。

いくつかの周波数で相関関数をプロットしてみよう。
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示す
Show[

プロット
Plot[phic1[t, 0.05], {t, -5, 15},

プロット⋯

PlotStyle →

青
Blue],

プロット
Plot[phic1[t, 0.15], {t, -5, 15},

プロット⋯

PlotStyle →

赤
Red],

プロット
Plot[phic1[t, 0.5], {t, -5, 15},

プロット⋯

PlotStyle →

黄色
Yellow],

プロット範囲
PlotRange →

すべて
All]
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この相関関数が周期2πの三角関数になっている様子が観察できる。

上図からは周波数が上がるとともに振幅が小さくなっているように見えるが、単調に小さくなって
行く訳ではない。たとえばf=1/πだと

phic1t, 1  π //

簡単な形式に
Simplify

0

と、恒等的に0になっている。fが1/πより少し大きくなってしばらくは振幅が増大して行く。
興味深いのはf=0の場合で、式の形としては0/0の不定になる。しかし極限は存在し、t  =  0の位置に
ピークπを持つ三角関数である。

極限
Limit[phic1[t, f], f → 0]

π Cos[t]

この結果を定義式に戻って考えると、相関をとっているのが周波数を0にした三角関数、すなわち
DCであって、t=0のときパルスの面積を示す、と理解できる。上でCos[t]が掛かっているのは、周波
数0の三角関数でも、その位相をずらすとDCレベルが変わって行く、と解釈できよう。

相関関数が最大になるときは、三角関数族の制約の中で相方の信号を最も良く近似できている状況
を意味している。たとえばf=0.05に対し、図2の矩形波pul[t]との最大相関を求めてみよう。

maxc1 =

極大値を求める
FindMaximum[phic1[t, 0.05], {t, 0}]

{3.01563, {t → 0.49348}}
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grapxpul =

示す
Show[grvin,

⋯

Plot[
余弦
Cos[2 π f t - 0.49348] /. f → 0.05, {t, -5, 12},

プロット⋯

PlotStyle →

緑
Green]]
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上の図で三角関数を左右どちらにずらしても近似度合いが劣化するであろうことは推察されるであ
ろう。図2のパルスをf=0.05の三角関数波で近似する場合、ϕ=0.49348ずらしが最良近似なのであ
る。(単位が時間ではなく角度になっているが、鷹揚に行こう。)

上図からは逆に、三角関数波でパルスを近似するなんて、土台無茶であることを示しているように
も見える。これはもっともな感想である。何かの信号の「ある周波数における成分」なるもの
は、それだけでは大した情報を持っていないのではないだろうか。ところが相関関数を周波数に渡
って見ると、元の信号がどんなものであったかが浮かび上がってくる、というのがFourier解析理論
の驚異である。本稿では、その入口までも行かない。むしろ、それがいかなるものであるかに注目
して行こう。

相関関数の成分としてのFourier変換

eqc1の式の形からは、それが三角関数になっている多少分かりにくいかもしれないが、これは三角
関数の定積分なので、結果もひとつの三角関数になっている筈である。(「円関数は積分の固有関数
である。」と習ったことが活きる場面である。)

eqc1が三角関数族のひとつなら、それを振幅Aと位相ϕでA  cos(τ+ϕ)の形で表現することができ
る。あるいは、eqc1をcos成分aとsin成分bを用いてa  cos(τ)+  b  sin(τ)のように表現することもでき
る。前者の表現は位相ϕの計算にarctanが必要であり、0で割ったり不連続になったりという困難が
伴うので、後者の表現の方が何かと便利である。
#  Bode線図で、位相が180°飛んでいる図を見たことのある方も多いだろう。この機構が関連してい
るのである。(本章の最後に位相飛びの例を出す。)

Mathematica自動では中々所望の結果が得られなかったので、半分手計算で行くために、まず
eqc1の分子第1項に加法定理を使ってみる。

正弦
Sin2 f π

2


余弦
Cos[τ] -

余弦
Cos2 f π

2


正弦
Sin[τ] //

簡単な形式に
Simplify

Sin2 f π2 - τ
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この結果でeqc1を書き換えると、

eqc2 = 

正弦
Sin2 f π

2


余弦
Cos[τ] + 1 -

余弦
Cos2 f π

2


正弦
Sin[τ]  2 f π

Cos[τ] Sin2 f π2 + 1 - Cos2 f π2 Sin[τ]

2 f π

という表現が得られた。検算してみると

eqc2 - eqc1 //

簡単な形式に
Simplify

0

どうやら計算間違いはしていないようだ。すなわち、図2の単パルスpul[t]と三角関数の相関関数は
    { Sin[2 f π2]/(2 f π),   (1-Cos[2 f π2])/(2 f π) }

という成分で表現される。

円関数が積分の固有関数であるという知識を使うと、任意の関数に対し、三角関数との相関がcos成
分とsin成分に分けられることが推察できる。実際には積分が発散してしまうような関数もあっ
て、細かい制約が必要になるが、有限時間の信号(台が有界な関数)だったら、積分もそんなに困難な
く遂行できるに違いない。

相関関数がcos成分、sin成分で表せるであるならば、その成分を直接求めたくなる。それに
は、τ=0の時に相関関数がcos成分、τ=π/2のときにsin成分を与えることに着目すればよい。相関を
とってからこの代入を行う代わりに、相関の定義式にτの値を代入してから積分すれば良い。

pul[t]に対してこれを実行してみよう。τ=0に対しては

cc1 =

積分
Integrate[

余弦
Cos[2 π f t ], {t, 0, π}]

Sin2 f π2

2 f π

ain[f_] :=
評価
Evaluate[cc1]

τ=π/2に対しては

cs1 =

積分
Integrate[

正弦
Sin[2 π f t ], {t, 0, π}]

Sinf π2
2

f π

bin[f_] :=
評価
Evaluate[cs1]

が得られる。cs1の計算ではCos[2 π f t - π/2]=Sin[2 π f t]の関係を利用した。
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これらの結果をeqc2と比べると、cc1は一致、cs1は表現の違いにすぎないことが確認できる。(2倍
角の公式)

cs1 - 1 -

余弦
Cos2 f π

2
  2 f π //

簡単な形式に
Simplify

0

これまでの議論を一般化してまとめよう。

関数u(t)とCos[2 π f t]との相関関数phiu(τ)は
       phiu(τ) = ∫-∞

∞
u(t) cos(2π f t - τ)ⅆ t

                   = au Cos[τ] + bu Sin[τ]

と表される。ここで各成分は
      au(f) = ∫-∞

∞
u(t) cos(2π f t)ⅆ t

      bu(f) =  ∫-∞
∞
u(t) sin(2π f t)ⅆ t

で求まる。これらはu(t)の独立変数tをfに変える積分変換である。前者を余弦変換、後者を正弦変換
という。
#  設問5の記号だとV(f),  W(f)だが、u(t)の係数というのが見やすいように記号を変えた。悪しから
ず。

この係数(あるいは成分)の組をFourier変換と呼ぼう、というのが今回のレポート課題でのFourier変
換の定義である。

Eulerの公式 cos(w t) + j sin(w t) = exp (j w t)  を用いると
      au(f) - j bu(f) = ∫-∞

∞
u(t) (cos(2π f t) - j sin(2π f t))ⅆ t

                           = ∫-∞
∞
u(t) exp( - j 2π f t)ⅆ t

であるから、au, buはu(t)の通常(?)のFourier変換の実部と虚部(の符号反転)であることが分かる。
実際には殆ど同じことをやっているのである。

どちらの定義にしろFourier変換の定義から、ずらしパラメータτが消えていることに注意しよう。こ
れにより、「相関関数のcos成分、sin成分」というイメージは消えて、「三角関数を積分核(積分時
に掛ける重み因子)とする積分変換で、独立変数をtからfに変える」というイメージに移る。視点の大
移動である。

Fourier変換のfにしろLaplace変換のsにしろ、「変換」という意識が高すぎて、その教育において
「特定の周波数での積分」という発想が失われている。我々は両方の足場を経験することで、自在
に視点を移動できるようになろうではないか。

LPF入出力波形のFourier変換

図1のLPFに図2まのパルスを入力したときの、入出力波形のFourier変換を求めよう。

入力に対しては既にainとbinとして求まっている。そのf特をプロットしておこう。
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grfin =

プロット
Plot[{ain[f], bin[f]}, {f, 0, 1},

プロット範囲
PlotRange →

すべて
All]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

次に出力のFourier変換である。多少技巧的な計算になるが、区間を分けた積分で求まる。t<0では信
号がないので、積分範囲はt>0として良い。

まず余弦変換から。

part1c2 =

積分
Integrate[sol2[t]

余弦
Cos[2 π f t], {t, 0, π}]

Sin2 f π2

2 f π
+
ⅇ-π -ⅇπ + Cos2 f π2 - 2 f π Sin2 f π2

1 + 4 f2 π2

part2c2 =

仮定
Assuming[f > 0,

積分
Integrate[sol2[t]

余弦
Cos[2 π f t], {t, π,

無限大
Infinity}]]

ⅇ-π -1 + ⅇπ Cos2 f π2 - 2 f π Sin2 f π2

1 + 4 f2 π2

part1c2 + part2c2 //

完全に簡約
FullSimplify

-4 f π Sinf π2
2
+ Sin2 f π2

2 f π + 8 f3 π3

aout[f_] :=
評価
Evaluate[part1c2 + part2c2 //

完全に簡約
FullSimplify]

設問はfc=1/(2 π)での値である。

aout1  2 π

-1

つぎに正弦変換。
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part1s2 =

積分
Integrate[sol2[t]

正弦
Sin[2 π f t], {t, 0, π}]

Sinf π2
2

f π
+
ⅇ-π -2 ⅇπ f π + 2 f π Cos2 f π2 + Sin2 f π2

1 + 4 f2 π2

part2s2 =

仮定
Assuming[f > 0,

積分
Integrate[sol2[t]

正弦
Sin[2 π f t], {t, π,

無限大
Infinity}]]

ⅇ-π -1 + ⅇπ 2 f π Cos2 f π2 + Sin2 f π2

1 + 4 f2 π2

part1s2 + part2s2 //

完全に簡約
FullSimplify

Sinf π2 2 f π Cosf π2 + Sinf π2

f π + 4 f3 π3

bout[f_] :=
評価
Evaluate[part1s2 + part2s2 //

完全に簡約
FullSimplify]

設問のもうひとつは、このfc=1/(2 π)での値である。

bout1  2 π

1

aout, boutをプロットしてみよう。

grfout =

プロット
Plot[{aout[f], bout[f]}, {f, 0, 1},

プロット範囲
PlotRange →

⋯

All,
プロット⋯

PlotStyle →

破線
Dashed]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1

1

2

3

入出力のf特をプロットする。
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示す
Show[grfin, grfout]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1

1

2

3

これだけでは何が起きているかはわかりづらい。
手立てのひとつとして、振幅に変換してプロットしてみよう。

示す
Show[

⋯

Plot[
平方根
Sqrt[ain[f]^2 + bin[f]^2], {f, 0, 1}],

⋯

Plot[
平方根
Sqrt[aout[f]^2 + bout[f]^2],

{f, 0, 1},
プロットス⋯

PlotStyle → {

破線
Dashed,

青
Blue},

プロット範囲
PlotRange →

すべて
All]]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

出力が高域で減衰している様子や、入力のゼロ点は出力でもゼロ点であることが観測される。

位相もプロットして見よう。
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示す
Show

⋯

Plot
逆正接
ArcTanbin[f]  ain[f], {f, 0, 1},

プロット⋯

PlotStyle →

オレンジ色
Orange,

⋯

Plot
逆正接
ArcTanbout[f]  aout[f], {f, 0, 1},

プロットス⋯

PlotStyle → {

破線
Dashed,

オレンジ色
Orange}

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

本来は連続している筈の位相が、ArcTanをとることでブツブツに切れてしまっている。
それでも心眼を使うと、高域程位相が遅れる様子や、群遅延がフラットになって行く様子が見えて
来る(ことを願う)。
出力の方が傾きが大きいので、群遅延も大きいことも観測される。
# 群遅延とは、ざっくり言うと位相特性の接線の傾きである。こう解釈すると、群遅延と遅延の違い
が自明になって来る。

もう少し進むだけで、これらの図とBode線図との対応が見えて来るのだが、その手前で向きを変え
よう。
#  このまま一歩進むだけで、入力f特にLPFf特を掛けると出力f特になるという事実が確認できる。た
だしすべて複素数の世界で計算する。
# 当たり前のことを具体的な例で確認するのも修行である。

設問6
前項のFourier係数から決まる二つの正弦波

vin(t) =vin(fc)Cos[2π fc t]+win(fc)Sin[2π fc t]

viout(t) =vout(fc)Cos[2π fc t]+wout(fc)Sin[2π fc t]

は、周波数 fc における入出力信号の周波数成分から作った周期関数である。
これらの波形をvin(t)  と  vout(t)  のグラフに重ね書きしてみよう。どのような推察ができるだろう
か。

続いて、vin(t)  と viout(t)  の振幅比と位相差を、2.項で求めたBode線図に追記してみよう。どのよう
な一般則が推察されるだろうか。(Fourier展開から交流理論の世界へ)
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解説

Fourier変換から作られる最良近似三角関数

前章で、任意の関数u(t)と三角関数cos(2 π f t)との相関関数が一般に、a cos(τ)+ b sin(τ) の形で表さ
れることを見た。
この成分a,  bは、u(t)の余弦変換と正弦変換として求まる。両方を合わせたものが、本稿で用いる
Fourier変換の定義である。
# 以下の説明でも、設問と記号を変えることにする。

ここで多少唐突であるが、このFourier変換 a, b を用いて作られる関数
w(t) = a cos(2 π f t) + b sin(2 π f t)

は、どのような信号であろうか。

まず、式の形から、周波数 f の三角関数波であることはすぐわかる。

次に、そのFourier変換を行いたいが、無限に広がる三角関数なので、積分が発散してしまう。そこ
で代わりに、その1周期分の積分を考えよう。
独立変数をいじってk = f  t  と置けば、周波数fに関わらず積分範囲は(0,1)として良い。これは周期関
数の1周期分の積分なので、積分範囲のシフトは同じ結果を与える。たとえば(0.5,  1.5)としても良
い。w(t)を書き直して

w(k/f) = a cos(2 π k) + b sin(2 π k)

とし、右辺の1周期分の余弦変換は

積分
Integratea

余弦
Cos[2 π k] + b

正弦
Sin[2 π k]

余弦
Cos[2 π k], {k, 0, 1}

a

2

同様に1周期分の正弦変換は

積分
Integratea

余弦
Cos[2 π k] + b

正弦
Sin[2 π k]

正弦
Sin[2 π k], {k, 0, 1}

b

2

となる。係数1/2を除くと、もとの相関関数と成分が同じになっていることが分かる。
いわばw(t)は、もとの関数u(t)と同じ相関関数を与える三角関数波である。
もうひとつの解釈として、w(t)は三角関数族の範囲でできるだけ良くu(t)を近似する関数である、と
見なせる。
そこでここではこれを「最良近似三角関数」と呼ぶことにする。

ここでちょっと寄り道。上の積分では、三角関数の直交関係
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積分
Integrate[

余弦
Cos[2 π k]

余弦
Cos[2 π k], {k, 0, 1}]

1

2

積分
Integrate[

正弦
Sin[2 π k]

正弦
Sin[2 π k], {k, 0, 1}]

1

2

積分
Integrate[

余弦
Cos[2 π k]

正弦
Sin[2 π k], {k, 0, 1}]

0

が活躍していると認識して置くことは有用であろう。

これらの積分のどこが「直交関係」なのかは既習であろうか。ざっくり言うと、関数空間(=適当な
制約を満たす関数の集まり)に内積(という幾何学的性質)を定義すると、直交している関数がこのよ
うな性質を満たすからである。ざっくりではない説明は、Hibert空間の入門書などに当たられたい。

入出力の最良近似三角関数、並びに可換な図式

図1のパルスpul[t]に対して最良近似三角関数を計算してみよう。

trigin[t_, f_] := ain[f]
余弦
Cos[2 π f t] + bin[f]

正弦
Sin[2 π f t]

例えばf=fc=1/(2 π)では

grtrigin =

プロット
Plottrigint, 1  2 π, {t, -5, 12},

プロット⋯

PlotStyle →

青
Blue

-5 5 10

-2

-1

1

2

grapxpulと重ね合わせてみると、
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示す
Show[grapxpul, grtrigin]

-5 5 10

-2

-1

1

2

振幅は違うが、位相は緑(相関最大正弦波)と青(最良近似三角関数)で同じになっている。
振幅の違いは、相関の大きさを反映しているかどうかである。

つぎは出力。

trigout[t_, f_] := aout[f]
余弦
Cos[2 π f t] + bout[f]

正弦
Sin[2 π f t]

grtrigout =

プロット
Plottrigoutt, 1  2 π, {t, -5, 12},

プロットス⋯

PlotStyle → {

破線
Dashed,

オレンジ色
Orange}

-5 5 10

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5
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示す
Show[grapxpul, grtrigin, grvout, grtrigout]

-5 5 10

-2

-1

1

2

図1の1次系のBode線図は、fc=1/(2 π)で振幅-3dB、位相は45度遅れとなる。
上図の入出力の最良近似三角関数を比べると、その振幅位相関係と対応していることが読み取れよ
う。
フィルタを通して信号をFourier変換しても、信号をFourier変換してフィルタを通しても、どちらも
同じ結果になるのである。

この推察は、下の可換な図式でざっくりとは表現できる。ここでℝは実数、ℂは複素数を表す。
複素数平面を縦軸にとることは難しいので、実部だけとったような図にした。他にもうまく図示で
きない所があるが、雰囲気を越える精密な描写はできていない。
もっと良い表現があれば、是非提案して欲しい。
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上の可換な図式が、本稿が目指した到達点である。

これらの交換関係を無意識に使う(悪い言い方をすれば混同して使う)ことで、多くの議論が(一見)単
純になっている。しかしその弊害も多々見受けられる。
しばらくはどの世界で議論をしているか意識してみることをお薦めする(定義域が違えば自ずから定
義も違ってくる)。
(例えば、信号f特と伝達関数f特は別物である。正弦波の周波数成分が0や∞になるのは定義の混乱に
よる、などなど)
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