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概要：余弦波マルチトーン信号, 正弦波マルチトーン信号のいくつかの性質をシミュレーションと理論解

析で考察した. さらにこれらの回路システム設計, フィルタ設計, 複素入出力システムのインパルス応答

測定のための入力等への応用を検討したので報告する.  

キーワード： 余弦波, 正弦波, マルチトーン, インパルス信号, ヒルベルト変換 
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1. 研究背景と研究目的 

余弦波, 正弦波は電気的に発生しやすく, 理論解

析にも有用であるので, 回路システムの設計・解析

に広く用いられる. ここでは特に多くの異なる周

波数の余弦波および正弦波の和の信号について性

質を調べ, その応用について考察したので報告す

る.  

2. 余弦波の和 

<2.1> 余弦波の和とデルタ関数 

多くの異なる周波数の余弦波（位相 0, 振幅 1）は

次式のインパルス信号（デルタ関数）で近似できる.  

𝛿(t) ≒
𝜔0

2𝜋
∑ cos⁡(𝑛𝜔0𝑡)

∞

n=−∞

 

これを（無限個ではなく）有限個 2N+1の加算の場

合の信号の性質を考える.  

c(t) =
1

2𝑁 + 1
∑ cos⁡(𝑛𝜔0𝑡)

𝑁

n=−N

 

図 1に N=26, 図 2に N=626の場合を示す.  

d(t) = (2N + 1)・c(t) = ∑ cos⁡(𝑛𝜔0𝑡)

𝑁

n=−N

 

d(0) = 2N+1 がデルタ関数に収束することが推定で

きる. なお、 厳密には d(t) は離散的な周波数の和

であるので、周期的なデルタ関数になる. 

 

 

図 1   N=26個の余弦波の和 

 

図 2   N=626個の余弦波の和 
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<2.2> N個の余弦波の和と半値幅 W の関係 

図 3に半値幅 Wの定義を示す.  

 

 

図 3 半値幅 W の定義 

 

d(t) の数値計算で求めた半値幅WとNとの関係を

図 4に, Wと 1/Nの関係を図 5に示す. Wと 1/N は

比例関係にあることがわかる.  

 

 

図 4 数値計算で得られた d(t) の半値幅 Wと N

との関係図 

 

図 5 数値計算で得られた d(t) の半値幅 Wと 1/N

との関係 

 

d(t) のインパルス部分の面積 s を(1/2) N・W と近

似して N との関係を図 6 に s ・π と N との関係

を図 7 に示す. 面積は 1/π になることがわかる.  

「周波数領域での広がりが大きいと時間領域の領

域が小さくできる」という信号の周波数と時間の

広がりの不確定性関係で説明できる. [8,9] 

 

 

図 6 d(t)の面積 sと Nとの関係 

 

 

図 7 π・面積 sと Nとの関係 

 

<2.3> 余弦波の和の 

回路システム設計解析への応用 

― 適切な N を選択すると, インパルス応答が  

メキシコ帽子の時間フィルタのデジタルフィル

タ係数の設計に利用できる.  

― サンプルホールド回路 [1] のインパルス  

サンプリングクロック信号を実現する原理にな

りえる. 

― UWB(Ultra Wide Band)通信で時間信号波形が

インパルス状の信号であることを説明できる.  

― 線形時不変システムで インパルス入力に対

する応答（インパルス応答）のフーリエ変換が周

波数伝達関数になることの説明・証明になる. 周

波数伝達関数は余弦波入力の出力振幅（利得）と

位相の複素表示である.  

― d(t) の面積が π に収束することから, π の級数

展開の形での計算式が導出できる可能性がある.  
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3. 正弦波の和 

<3.1> 正弦波の和と 1/(π・t) への収束 

多くの異なる周波数の正弦波（位相 0, 振幅 1）の 

有限個 Nの加算の場合の信号の性質を考える.  

s(t) = ∑ sin⁡(𝑛𝜔0𝑡)

𝑁

n=1

 

図 8に N=38, 図 9に N=198の場合を示す.  

 

図 8   N=38個の正弦波の和 

 

 

図 9   N=198個の正弦波の和 

 

s(t) は 1/(π・t) に収束する. 図 10 に N=198 の時

の, 図 11 に N=298 の時の s(t)と 1/(t・π) の数値計

算で得られた関係を示す. s(t)と 1/(t・π)はほぼ等し

いことがわかる.  

 

図 10 N=198 の時の s(t)と 1/(t・π)の関係   

 

図 11 N=298 の時の s(t)と 1/(t・π) の関係   

 

<3.2> 余弦波の和と正弦波の和の 

回路システム設計解析への応用 

― 実部信号を余弦波の和, 虚部信号を正弦波

の和とすることで, 複素インパルス信号を

実現できる. （図 12, [2]） 

― ヒルベルトフィルタはインパルス応答が

長いので高速処理の実用上問題になるとの

指摘もある.  

― これらを複素信号回路に入力することで

その複素インパルス応答を得ることができる. 

（図 13, [3]） 

 

 

図 12 複素インパルス信号とヒルベルト変換 
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図 13 複素信号回路のインパルス応答測定 

 

4. 初期位相がゼロでない余弦波の和 

初期位相がゼロである余弦波の和はインパル

ス信号になる. 一方 適切に初期位相を選択

することでクレストファクタ(Crest Factor)を

最小にするマルチトーン信号を実現できる . 

[4-6]  これらは電子計測分野で使用される. 

[4] のアルゴリズムにしたがって生成した

マルチトーン信号例を図 14 に示す. クレス

トファクタは 1.9 になった. 

インパルス信号は各周波数成分で位相がそ

ろいクレストファクタ最大の広帯域信号と考

えられる. 一方太陽光（白色光）は各周波数

の位相がランダムな広帯域の光信号であり , 

クレストファクタが小さい信号と解釈できる. 

[1-4] のアルゴリズムを用いた場合とランダ

ム位相を用いた場合のクレストファクタ、時

間波形の特徴の比較をシミュレーションで明

確にしていく. 

 

5. まとめ 

余弦波マルチトーン信号, 正弦波マルチトーン信

号の性質を調べ, 回路システム設計解析への応用

へを検討した. 
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図 14 マルチトーン信号生成シミュレーション結

果（アルゴリズム[4] に基づく） 
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