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1. はじめに 

抵抗ラダーネットワークは，電流や電圧をある比で分割

するために使われ，アナログデジタル変換器/デジタルアナ

ログ変換器(ADC/DAC)の内部回路やアナログ空間フィルタ

として回路構成に組み込まれている[1, 2, 3]．例えば R-2R

ラダーは，多段に接続した抵抗が，各ノードから見て等価的

に一定の抵抗値を持つことを用いて，各ノードで電流を分

割する。この性質を用いた R-2R DA変換器は広く使われて

いる[1].  

R-R ラダーの各ノードから右側を見た合成抵抗は，フィ

ボナッチ数に基づいた抵抗値になる [2]．また，隣り合う二

つのフィボナッチ数の比は黄金数𝜙 = (1 + √5) 2⁄ に収束す

る [2, 4]．ここから，R-Rラダーの抵抗は黄金数に収束する

と考え，この性質を用いて，二種類の抵抗𝑅，𝑟からなる抵抗

ラダーの合成抵抗と，各段の抵抗値が異なる抵抗ラダーの

合成抵抗を求め，それらの合成抵抗が収束する値を求めた．

そして，それらの合成抵抗が連分数としてあらわせること

を示した．集積回路内では比精度が良く実現できるので，ラ

ダーを構成する抵抗値が整数比の場合には，設計値に対し

て精度のよい信号が発生できる． 

本論文は，抵抗ラダーと無理数の関係について明らかに

し，抵抗ラダーを用いて無理数近似アナログ信号を出力す

ることを検討した内容を報告する． 

 

2. R-r 抵抗ラダー 

図 1は，二種類の抵抗𝑅と𝑟からなる抵抗ラダーである． 

この抵抗ラダーは図 2のような単位に分解できる． 

 

図  2 抵抗ラダーの単位

Fig. 2 Resistor ladder unit 

 

抵抗ラダーを図 2に示すような回路に分割すると，端子

から見た抵抗値𝑍1は次式であらわされる． 

𝑍1 = 𝑅 + 𝑟 (1) 

図 2の抵抗の左に同じ抵抗を接続すると，図 3のよう

になる． 

 

図 3  2段抵抗ラダー 

Fig. 3  2-stage resistor ladder 

 

この抵抗値𝑍2は，次式であらわされる． 

𝑍2 = 𝑅 +
𝑟(𝑅 + 𝑟)

𝑟 + (𝑅 + 𝑟)
(2) 

以上のようにして，𝑅と𝑟の抵抗を多段に接続した場合，𝑛

段接続したときの抵抗𝑍𝑛と𝑛 + 1段接続した場合の抵抗𝑍𝑛+1

の間には次式のような関係が成り立つ． 

𝑍𝑛+1 = 𝑅 +
𝑟𝑍𝑛
𝑟 + 𝑍𝑛

 

=
(𝑟 + 𝑅)𝑍𝑛 + 𝑟𝑅

𝑍𝑛 + 𝑟
(3) 

これは𝑍𝑛に関する漸化式であり，これを解くことで二種類

の抵抗𝑅，𝑟とラダーの段数𝑛を定めた場合の合成抵抗値を求

めた．𝑍𝑛は次式で与えられる． 

図 1 R-r抵抗ラダー 

Fig. 1 R-r resistor ladder 
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𝛼𝑘𝑛 − 𝛽

𝑘𝑛 − 1

𝛼 =
1

2
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1

2
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(4) 

(4)式において，1 < 𝑘であるため，抵抗を接続する段数を増

やし𝑛の値が大きくなると，この抵抗値は次式の値𝑍∞に収束

する． 

𝑍∞ = lim
𝑛→∞
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2
(6) 

また，(3)式から R-r ラダーの合成抵抗は，次式のように

連分数で表示することができる．𝑘は整数である． 
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  (7) 

図 4 のように，各段の抵抗の値が異なる抵抗ラダーを考

える．抵抗ラダーの𝑛段目の抵抗値は，ある抵抗値𝑅に対し

て，𝑝𝑛𝑅と𝑞𝑛𝑅として，𝑝𝑛と𝑞𝑛によって重みづけられている

とする． 

 

図 4 各段の抵抗値が異なる抵抗ラダー 

Fig. 4 Resistor ladder  

(different resistance value of each stage) 

 

この時の𝑛段抵抗ラダーの合成抵抗は次式のようになる． 
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(8) 

(8)式から，任意の数について，その連分数表示に従って

整数比の抵抗を接続することで，𝑅に対してその数の比を持

つ抵抗を作ることができる． 

 

3.  抵抗ラダーを用いた無理数（近似）信号の出力 

〈3･1〉貴金属数 

貴金属数は二次方程式𝑥2 − 𝑛𝑥 − 1 = 0の正の解であり，

正の整数𝑛の値に対して順に，第𝑛貴金属数と呼ばれる[5]．

二次方程式𝑥2 − 𝑛𝑥 − 1 = 0の正の解𝜆𝑛とその連分数表示は

次式のようにあらわすことができる． 

𝜆𝑛 =
 𝑛 + √𝑛2 + 4 

2
(9) 

𝜆𝑛 = 𝑛 +
1

 𝑛 +
1

 𝑛 +
1

 𝑛 +
1
 ⋱

(10)

 

しばしば，𝑛 = 1の場合を黄金数𝜙，𝑛 = 2の場合を白銀数𝜏，

𝑛 = 3の場合を青銅数𝜉と呼ぶ[5]．𝜙，𝜏，𝜉それぞれの数値は， 

𝜙 =
1 + √5

2
≈ 1.618 

𝜏 = 1 + √2 ≈ 2.414 

𝜉 =
3 + √13

2
≈ 3.303 

である． 

貴金属数が(10)式のように連分数展開できることから，

(7)式において𝑘と𝑅/(𝑘𝑟)をある整数値𝑛とすることで，抵抗

値が，無理数である貴金属数の比になることが予想される． 

(6)式から，R-R ラダーの合成抵抗の収束する値𝑍𝑅,𝑅は，

次式の黄金数になる． 

𝑍𝑅,𝑅 =
1 + √5

2
𝑅 (11) 

また，2R-0.5Rラダーの合成抵抗の収束する値𝑍2𝑅,0.5𝑅は，

(6)式と(7)式から次式の白銀数になる． 

𝑍2𝑅,0.5𝑅 = (1 + √2)𝑅

= 𝑅 ∙

(

 
 
 
 

2 +
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 2 +
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1
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1
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(12) 

 

〈3･2〉√2の近似を出力するラダー 

√2は連分数として次式のようにもあらわすことができる



 

 

[3]. 

√2 = 1 +
1

 2 +
1

 2 +
1

 2 +
1
 ⋱

(13)

 

(13)式と(12)式の連分数部分を比較すると，(12)式の整数部

分を 1 にしたものが(13)式である．これは，白銀数𝜏から 1

を減じたものが√2であることによるものである． 

2R-0.5R ラダーの先頭の抵抗を 2R から R に変えた場合

を考える. この抵抗ラダーの合成抵抗の収束する値は次式

であらわされる． 

𝑍√2 = 𝑅 +
1

 2 +
1

 2 +
1

 2 +
1
 ⋱

∙ 𝑅

= √2𝑅

(14) 

 

〈3･2〉ネイピア数e，円周率πの近似を出力するラダー 

ネイピア数eは連分数として次式のようにあらわすこと

ができる[6]. 

e =  2 +
1

 1 +
1

 2 +
1

 1 +
1
 ⋱

(15)

 

(15)式では省略したが，分数部分の分子をすべて 1 とした

場合の整数部分を並べて表示すると，以下のように規則性

を持つ[6]． 

e = 2.71828⋯
= [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10,⋯ ] (16)

 

図 4の，各段の抵抗値が異なる抵抗ラダーにおいて，(8)

式の𝑝𝑛を連分数展開整数部分の奇数番目，𝑞𝑛を偶数番目の

逆数とすると，抵抗ラダーの合成抵抗の𝑅に対する比は，近

似的にネイピア数eになる． 

円周率πを連分数展開すると，その整数部分は規則性を持

たない[6]．円周率πを次式のように近似すると，連分数とし

て次式のようにあらわされる[6]． 

π ≈ 3.14159
= [3, 7, 15, 1, 25, 1, 7, 4] (17)

 

これを用いて，ネイピア数の場合と同様に抵抗を接続して

抵抗ラダーの合成抵抗の𝑅に対する比は，近似的に円周率π

になる． 

 

4.  回路シミュレータによる検証 

〈4･1〉貴金属数 

(12)式を用いて，𝑅を 1 kΩとし，2R-0.5Rラダーに 1 mA

の電流を流し，その時の出力電圧から，抵抗ラダーの合成抵

抗を求めた． 

段数を 3段・5段にしてシミュレーションを行った．シミ

ュレーションに用いた抵抗ラダーを図 5 (a)に，この時のシ

ミュレーション結果を図 5(b)に示す．3 段の場合の合成抵

抗の値は，2.4142855 kΩであり，5段の場合の合成抵抗の

値は，2.4142135  kΩであった． 

段数の増加に伴い，合成抵抗の値は𝜏 = 1 + √2に近づい

た． 

 

〈4･2〉√2の近似を出力するラダー 

(14)式を用いて，𝑅を 1 kΩ とし，先頭の抵抗を 2R から

R に変えた 2R-0.5R ラダーに 1 mA の電流を流し，その時

の出力電圧から，抵抗ラダーの合成抵抗を求めた． 

段数を 2段・5段にしてシミュレーションを行った．シミ

ュレーションに用いた抵抗ラダーを図 6 (a)に，この時のシ

ミュレーション結果を図 6 (b)に示す． 

 

(a)回路図 (b)シミュレーション結果 

図 5  2R-0.5Rラダー 

(a) Circuit diagram.  (b) Simulation result 

Fig. 5  2R-0.5R ladder 

 



 

 

 

 

 (a)回路図 (b)シミュレーション結果 

図 6 √2ラダー 

(a) Circuit diagram. (b) Simulation result 

Fig. 6  √2 resistor ladder 

2 段の場合の合成抵抗の値は，1.4166666 kΩ であり，5

段の場合の合成抵抗の値は，1.4142136 kΩであった． 

段数を増やすほど，合成抵抗の値は(14)式の値に近づくこ

とが確認できた． 

 

〈4･3〉ネイピア数eと円周率πの近似を出力するラダー 

(16)式を用いて，ネイピア数eを，次式のように近似した． 

e ≈ [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1] (18) 

(18)式と(8)式から，(8)式の𝑅を 1 kΩ，𝑝𝑛を𝑝4から順に

(18)式の奇数番目，𝑞𝑛を𝑞4から順に(18)式の偶数番目の逆数

として，合成抵抗がネイピア数になる 4 段の抵抗ラダーを

作り，シミュレーションで確認した．シミュレーションに用

いた回路図を図 7(a)に示す． 

次にネイピア数eを次式のように近似し，ラダーの段数を

増やした． 

e ≈ [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1] (19) 

(19)式で近似した値を用いて，合成抵抗がネイピア数にな

る 8段の抵抗ラダーを作り，シミュレーションで確認した．

シミュレーションに用いた回路図を図 7 (a)に示す． 

4段と 8段のシミュレーション結果を図 7(b)に示す．4段

のラダーでの合成抵抗𝑍eは，2.7183098 kΩになり，8段の

ラダーでの合成抵抗は 2.7182816 kΩになった． 

段数を増やすほど，合成抵抗の値がネイピア数eに近づく

ことが確認できた． 

 

 

(a)回路図 (b)シミュレーション結果 

図 7 ネイピア数 e近似出力ラダー 

(a) Circuit diagram. (b) Simulation result 

Fig. 7 Napier’s constant approximation resistor ladder 

 

 

(8)式と(17)式から，(8)式において𝑅を 700 Ω，𝑝𝑛を𝑝4か

ら順に(17)式整数部分の奇数番目，𝑞𝑛を𝑞4から偶数番目の

逆数として，抵抗𝑅に対して円周率πの比を持つ抵抗ラダー

を作り，シミュレーションで確認した．シミュレーションに

用いた回路図を図 8 (a)に，シミュレーション結果を図 8 

(b)に示す． 

図 8 (b)の出力電圧の比から，後段の抵抗ラダーと 700 Ω

の抵抗 R9の比は，(17)式で近似した円周率πに一致した． 

 

(a)回路図 (b)シミュレーション結果 

図 8 円周率π 近似出力ラダー 

(a) Circuit diagram. (b) Simulation result 



 

 

Fig. 8 π approximation resistor ladder 

 

5. まとめ 

抵抗ラダーを用いて無理数比の電圧を生成する回路を検

討した. 対象無理数を連分解することでその抵抗ラダーの

構成することができる. 例として黄金比，貴金属数，√2，ネ

イピア数 e，円周率πの場合の構成を示し，いくつかをSPICE

シミュレーションで動作を検証した. 
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