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1. 研究背景と目的

高性能アナログ集積回路ではテスト技術がますます難し

く重要になってきている(1)-(5)。信号周波数を推定する手法と

して FFT がある。厳密なコヒーレント条件が作れないとき

にも Hanning 窓を用いて FFT で正確にスペクトル推定でき

る等でよく用いられている。一般に FFT は多くの標本値を

用いてスペクトル測定を高精度に行う。一方少ない数の標

本値から周波数を推定できるアルゴリズムとして Prony 法

や最小二乗法があげられる(6)(7)。Prony 法を活用すると、等

速移動音源の速度、騒音パワー、音源の通過時刻が測定でき、

定常騒音源の位置推定にも応用できる。Prony 法は美しいア

ルゴリズムであるが、雑音があると精度良い推定ができな

い(4)(5)。最小二乗法は、入力周波数が既知の場合は陽に解け

るが、入力周波数が未知の場合は反復法を用いて計算する

必要があり、特に高周波数のときに収束に時間がかかる(6)(7)。 

本研究では、ADC 評価への応用を目指して、2 種類のア

ルゴリズム（Prony 法と最小二乗法）に対して雑音が推定精

度に与える影響を調べる。

2. 原理

〈2･1〉Prony法 

周波数� , 正弦波定数 �, �, � の正弦波とする。標本化周

波数��とすると、�点目の標本値は以下のようになる。

	(�)  =  � cos( 2��� / ��  +  � )  +  �  ------------ (1)

� = 0,1,2,3 とした4点の標本値 	(0), 	(1), 	(2), 	(3) を用

いて、以下の式(2) (3) (4)を計算することで、元の正弦波の

周波数�を求めることができる。

� = � �(�)� �(�)�
��(�)� �(�)�  ---------------------------------------------- (2) 

 ! = ("��)
�  -------------------------------------------------------- (3) 

� =  ��
# $%&'() * + ,(��()-).  /

�0  ----------------------------- (4) 

なお、標本値が5点以上得られる場合は、式(2)の�を最小

二乗法によって求める。また、他の未知数（振幅�, 位相�）
も求めることができる。本稿では4点の標本値を用いた周波

数�の推定を対象としているため、詳細は割愛する。

〈2･2〉最小二乗法 

最小二乗法は、複数の離散点の組を適当な関数を用いて

近似するときに、離散点と関数の差の二乗和が最小となる

ように関数の係数を決定する方法である。正弦波で周波数 

�  が既知の場合、最小二乗法により振幅 �、位相 �、直流

オフセット � を求める方法が知られている。以下に示す。 

推定したい正弦波を式(5)とする。

1 = � sin(�4 + �) + � -------------------------------------- (5)

離散点の組(4�, 1�), (4�, 1�), … , (46, 16)と既知の値 �  を

用いて途中式(6)～(14)を、さらに式(15)～(18)を計算する。 

�� = ∑ 16
89�  ---------------------------------------------------- (6)

�� = ∑ 18
6
89�  --------------------------------------------------- (7)

�� = ∑ sin(�48)6
89�  ------------------------------------------- (8) 

�: = ∑ cos(�48)6
89�  ------------------------------------------- (9) 

�; = ∑ 18 cos(�48)6
89�  -------------------------------------- (10) 

�< = ∑ 18 sin(�48)6
89�  --------------------------------------- (11) 
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�= = ∑ sin(�48)6
89� ∙ cos(�48) ----------------------------- (12)

�? = ∑ �cos(�48)��6
89�  -------------------------------------- (13) 

�@ = ∑ �sin(�48)��6
89�  --------------------------------------- (14) 

�A = 2���:�= + ���@�? − �����?
−�:�:�@ − ���=�=  --------------------------------- (15)

�C = "D"E"F*"-"E"G*"H"I"J�"H"F"G�"E"E"D�"-"D"J
"K

 ------- (16) 

�L = "H"F"M*"D"E"I*"-"D"G�"D"D"F�"-"E"M�"H"I"G
"K

 ----- (17) 

�N = "D"G"F*"E"G"I*"-"M"J�"E"M"F�"-"G"G�"D"J"I
"K

 ------ (18) 

最後に式(5)のパラメータを式(19)～(21)により推定する。 

� = ,�C
� + �L

�  ----------------------------------------------- (19)

� = − $%OPQR("S C⁄ )
U  ------------------------------------------- (20) 

� = �N -------------------------------------------------------- (21)

なお、振幅、位相、直流オフセットに加えて周波数も未知

である場合は解析的に解くことは難しく、反復法を用いて

解く必要があるが、本稿では対象としない。 

3. 研究方法

Prony 法および最小二乗法を用いて波形のパラメータを

推定する際、Prony 法における「標本値」、最小二乗法におけ

る「離散点」に雑音が混ざると、推定精度が劣化する。雑音

には 3 種類あり、式(22)の�(4)を振幅変調ノイズ、�(4)を位

相ノイズ、�(4)を加法ノイズとよぶ。ここでは、雑音の種類

と大きさが推定精度に与える影響を調べる。 

1(4) = ��1 + �(4)� sinV�4 + ���1 + �(4)�W
+X�1 + �(4)� --------- (22)

雑音の大きさを標本値のばらつく範囲として定義し、中

心値との比をNR (Noise Ratio)と呼ぶことにする。たとえば

「加法ノイズNR = 0.2」は、式(22)に対して、

1(4) = ��1 + �(4)� sinV�4 + ���1 + �(4)�W
+X�1 ± 0.1�(4)� ----- (23)

の範囲で標本値がばらつくことを意味する。今回はNR =
0.0, 0.1, ⋯ , 0.5 の範囲でシミュレーションを実施した。

振幅 3.0、初期位相 0.1、直流オフセット 1.0、周波数 1.0

の正弦波を「元の波形」として用いた。C 言語標準の rand 関

数を用いて発生させた乱数列を、ばらつきとして重畳した。

乱数の種を固定することで、すべてのシミュレーションに

対して同等の乱数列を用いた。単位は位相のみ radian を用

い、振幅、直流オフセットについては無次元の数値とする。 

4. 結果

〈4･1〉Prony法 

式(1)に対して振幅 3.0、初期位相 0.1、直流オフセット 1.0、

周波数 1.0 を代入し、�� = 4とする。ノイズなし（NR = 0.0）
の場合、図 1(a)に示すように標本値として	(0) = 3.985,
	(1) = 0.700, 	(2) = −1.985, 	(3) = 1.300 が得られる。こ

れらを式(2)-(4)に代入して計算すると� = 1  が得られる。

NR = 0.2の加法ノイズが加わった場合、図 1(b)に示すよう

に 、 	(0) = 3.900, 	(1) = 1.064, 	(2) = −2.082, 	(3) =
0.902 が得られる。同様に計算すると� = 1.015となり、本

来の � の値から誤差が生じる。

同様に、3 種の雑音に対して�を推定した結果を図 2 に示

(a) NR = 0.0 

(b) NR = 0.2の加法ノイズ 

図 1 Prony 法の計算に使用する標本値 
Fig. 1. Samples for Prony method. 

(a) 式(4)により計算された�の値 

(b) 真の値（� = 1.0）に対する相対誤差の絶対値 

図 2 Prony 法による推定結果

Fig. 2. Estimation results by Prony method. 
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す。図 2(a)は推定結果そのものを示す。図 2(b)には、推定

結果の、真の値に対する相対誤差の絶対値を示す。ノイズ

が大きくなると、周波数が大きくなる方に向かって線形的

に誤差が大きくなることがわかる。振幅変調ノイズによる

誤差が一番大きく、NR = 0.5のとき相対誤差は 9.9%となっ

た。 

〈4･2〉最小二乗法 

式(5)に対して振幅 3.0、初期位相 0.1、直流オフセット 1.0、

周波数 1.0 を代入し、3 節で述べた雑音を重畳する。37 点の

離散点の組を抽出し、式(6)-(21)に代入して、振幅、位相、直

流オフセットをそれぞれ推定した。元の波形、離散点、推定

された波形の例を図 3 に示す。 

図 4 に振幅の、図 5 に位相の、図 6 に直流オフセットの

推定結果を示す。図 2 と同様に、(a)には計算された値その

ものを、(b)には推定された値の真の値との相対誤差の絶対

値を示した。なお位相に関しては、真の値 0.1 に対する相対

誤差ではなく、位相の取りうる範囲�に対する相対誤差の絶

対値を示した。 

図 4 より、3 種のノイズが振幅の推定結果に与える影響を

考察する。(a)より、振幅変調ノイズは振幅を大きくする方向

に、位相ノイズと加法ノイズは振幅を小さくする方向に誤

差を与えることがわかる。(b)より、位相ノイズによる誤差が

一番大きいことがわかる。NR = 0.5のとき相対誤差約 13%

が生じた。また、位相ノイズによる誤差のみ、線形的ではな

く非線形的に増加する様子が読み取れる。 

図 5 より、3 種のノイズが位相の推定結果に与える影響を

考察する。図 5 (a)より、加法ノイズは正の方向に、位相ノイ

ズと振幅変調ノイズは負の方向に誤差を与えることがわか

る。図 5 (b)より、位相ノイズによる誤差が一番大きいこと

がわかる。NR = 0.5のとき相対誤差約 5%が生じた。位相の

取りうる範囲�（半周期）に対する相対誤差を計算している

ため、推定波形は元の波形から「半周期の 5%」負方向にず

れることを意味する。加法ノイズは位相の推定にほとんど

影響を与えない（NR = 0.5でも相対誤差 0.2%である）。

図 6 より、3 種のノイズが直流オフセットの推定結果に与

える影響を考察する。図 6 (a)より、位相ノイズは直流オフ

セットを大きくする方向に、加法ノイズと振幅変調ノイズ

は直流オフセットを小さくする方向に誤差を与えることが

(a) NR = 0.5の加法ノイズが重畳された例 

(b) NR = 0.5の位相ノイズが重畳された例 

(c) NR = 0.5の振幅変調ノイズが重畳された例

図 3 最小二乗法の計算に利用する標本点、 
元の波形（点線）、推定された波形（実線） 

Fig. 3. Sampled points used for least squares 
calculation, original wave (dotted line) and 

estimated wave (solid line). 

(a) 式(19)により計算された�の値 

(b) 真の値（� = 3.0）に対する相対誤差の絶対値 

図 4 最小二乗法による振幅の推定結果 
Fig. 4. Estimated amplitude 
by the least squares method. 
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わかる。図 (b)より、振幅変調ノイズによる誤差が一番大き

いことがわかる。NR = 0.5のとき相対誤差約 13%が生じた。

また、位相ノイズによる誤差は、線形的ではなく非線形に増

加する様子が読み取れる。位相ノイズは、直流オフセットの

推定に対してほとんど影響を与えない（NR = 0.5でも相対誤

差 0.7%である）。 

5. まとめ

本研究では、サンプリングにより得られた標本値を使っ

て元の波形を推定する手法として Prony 法と最小二乗法に

着目し、加法ノイズ、位相ノイズ、振幅変調ノイズが測定値

に与える影響を調べた。Prony 法による周波数の推定と最小

二乗法による直流オフセットの推定においては振幅変調ノ

イズが、最小二乗法による振幅および位相の推定において

は位相ノイズが、それぞれ顕著な影響を与えることがわか

った。特に最小二乗法による振幅の推定において、ノイズが

大きくなると位相ノイズによる誤差が非線形的振る舞いを

みせることがわかった。 

本稿で実施できたのは、Prony 法、最小二乗法ともに基礎

的な動作確認であるため、今後、より詳細な ADC 評価応用

への検証を行っていく。 
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(a) 式(20)により計算された�の値 

(b) � が取りうる範囲（� [rad]）に対する相対誤差の絶対値

図 5 最小二乗法による位相の推定結果

Fig. 5. Estimated phase  
by the least squares method. 
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(a) 式(21)により計算された�の値 

(b) 真の値（� = 1.0）に対する相対誤差の絶対値 

図 6 最小二乗法による直流オフセットの推定結果 
Fig. 6. Estimated DC offset 
by least squares method. 
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